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論文内容要旨
 Hyponormal作用素のクラスは,ヒルベルト空間上の有界線型作用素族で正規作用素を含むものの中で
 最も重要なクラスの一つである。ここで,ヒルベルト空間上の有界線型作用素丁がhyponormalであるとは,
 で箆丁プを満たすことである,特に,T“T=TブであるときTを正規作用素という。またブはTの共役作用素
 を表す。作用素論の未解決問題に,“バナッハ空間上の有界線型作用素は非自明な不変部分空間を持つか",
 という有名な不変部分空間問題がある。ここで部分空間は閉線型部分空間を意味し,部分空間が自明で
 あるとは,それが樹または全空間のときである。一般のバナッハ空間では,非自明不変部分空間を持た
 ないような有界線型作用素の例がReadにより与えられている。ヒルベルト空間では,S.Brownにより
 subnormal作用素は非自明不変部分空間を持つことが示されている。ここで,T∈B(6のがsubno㎜alである
 とは,ノを含むヒルベルト空間牙と身上の正規作用素Sでノを不変部分空間として持つものが存在し,
 S」=Tを満たすことである。このときSをTの正規拡大という。subnormalでない一般の作用素については
 不変部分空間を持つかどうかはまだ分っていない。
 Subnorm且1作用素丁の正規拡大をSとすると,Sがノを不変部分空間に持つことから,
 S=(5急)・…㊦(ゆ)という形をしていることが分る・さらにSの正規1生より・佃ブ+A勝
 成り立つのでTはhypono㎜艮1である。このような事もあり,多数の研究者がhyponolma1作用素に関する
 不変部分空間問題や,正規作用素やsubnormal作用素に関する様々な結果がどの程度hyponorma1作用素
 でも成立するかを研究している。
 Hyponormal作用素に関する最も重要な結果は,次のPutnamの不等式,Berger-Shawの不等式,および,
 Fuglede-Putnamの定理が成り立つことである。
 The・remO・1・(Putnamの不等式)効fhyp・一a1ならばIIプT-TでII≦}Areα(σ(乃)である・ここで
 Arεαは2次元Lebesgue測度を表わす。
 TheoremO.2.(Berger-Shawの不等式)Tがη多重巡回的hyponormalならば,Tの自己交換子1ブ,刀
 =T'T-TT'は核型作用素であり,'r(でT-Tブ)≦丑Areα㎏(乃)である。
π
 ここでヒルベルト空間ノのη個の元κ1,…,κ.がTのη多重巡回ベクトルであるとは,〉{g(7)エi;奏ユ,
 ・,ηg∈R(σ(η)1=ヨを満たすことである,またσ(7)はTのスペクトル,R(σ(乃)は極がσ(乃の外にあ
 るような有理関数全体,g(乃はTのanalyticcalculasである,i.e.,
ぼ
 9の=2舞iみ9(ζ)(ζ・一跨一14ζ一説」9(ζ)(ζ・一物・
 F=1γ1,γ2,…,γ,、1は8の定義域増内のσ(乃を囲むsmoothJordallcu1・ve。
 A∈B`ヨフに対して,その極分解をUIAIで表わす,ここでUは[疋ヨ]'からIAヨrへのpartialisometry,
 1ハ1はA'Aのulliquepositlvesquarerootである。
 また,α≧1に対して,Schattenα一classご'、を乙・.={A∈超田刀;fr(1湾1")<。。1と定義する。
 Berger-Shawの不等式は,一般のhypono㎜al作用素に関する不変部分空間問題を正規作用素+コンパク
 ト作用素の形で表される(essentiallynormal)hyponormal作用素についてのみ考察すればよいことを示して
 いる。
 Fuglede-Putnamの定理は,もともと“正規作用素湾と可換な作用素はA*とも可換か"というvon
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 Neumannの問題を肯定的に解決したFugledeの定理をPutnamが次のように拡張したものである。
 TheoremO.3.瓦Kをヒルベルト空間,A∈澱伊フ,B∈診側,C∈㍑伊,」わとする。このとき,、4,B
 が正規作用素でα4=βCならばGべ=B℃が成り立つ。
 Takahashiによって,A承,Bがhyponormal作用素の場合もこの結果が成立することが示されている。
 現在では,hyponolmalを含むような作用素族も多数導入されている。その多くはhypono㎜al作用素と同
 様作用素不等式で定義されている。私は,これらの作用素族の作用素について,hyponomal作用素に関す
 る様々な結果がどの程度成立するかという問題に興味があり,とくに,Fuglede-Pumamの定理,Pumamの
 不等式,Berger-Shawの不等式に注目して,これらの結果を種々の作用素の場合に拡張するという研究を
 してきた。この論文では,第一章においてはクラスΨやdominantといった作用素族に関するFuglede-
 Putnamの定理の拡張を扱っている。ここで,Tがdominant作用素であるとは,任意の2∈6に対して,Mλ
 >0が存在し,
 (T一え1)(T一え1)*≦Mノ(T-21)串(T-2っ
 を満たすことであり,Tがα≧1に対し,クラスワ、属するとは,あるK.>0に対して,
 1ブT-TT*1σ≦K。2(T-21)申(T-21)∀λ∈C
 を満たすときにいう。またΨ=∪.≧1哩/.である。
 この章の主定理として次を得た。
 TheoremL2,バ∈超(助およびB∈超伊)がクラスッに属す作用素,C∈超研,図0はC4=BCを満たす作用
 素とするとCパ=B℃が成立する。更に,ICヨrと(κerC)⊥は,それぞれBとAをreduceする部分空間である。
 また,この系としてコンパクトなクラスΨ作用素や一般羅零(スペクトルが0のみ)なクラスッ作用素はす
 べて正規作用素であることを示した。
 また第2章では,p-hyponormal,p-quasihypono㎜al,log-hyponormalといった作用素族に関するPutnamの不
 等式やBerger-Shawの不等式を扱っている。この章がこの論文のmainpartである。ここで,Tがρ一
 hyponomalであるとは,〔プ乃優`TT'ノを満たすことであり,p-quasihyponormalであるとは,T*{(プ乃ρ一
 (Tズ)PlT≧0を満たすことである。またlog(丁壮)≧log(TTうを満たす作用素をiog-hypono㎜alという。
 この章では,先ず,p-hypollormalに関してBerger-Shawの不等式を次のように拡張した。
 Theorem2.5.η多重巡回的p-hypono㎜al作用素(0くp≦1)に対して,lTI2P刊ブ12P∈qでかつ,
P
 fr((rTI2P-IT勿吉)≦丑Area(σ(乃)
π
 また,ρ一hyponorma1作用素の不変部分空間への制限もまたρ一hyponormalになることを示し,これらの系
 としてDuggalが示したρ一hypon・rmal作用素に関するPutnamの不等式を導いた。
 次に,(0<p≦1)であるようなρ一quasihyponormal作用素丁の直交分解ヨ=1脇r㊦KerT承に関する2×2行列
 表示を残(渕とすると・蜘hyp・一al作用素であり(脚≧(A謡γを満たすことを示した・
 このことを用いて,ρ一quasihypono㎜al作用素に関してPutnamの不等式とBerger-Shawの不等式を次のよう
 に拡張した。
 Theorem2.12.Tがp-quasihyponormalイ乍用素で0くρ≦1ならば,任意のq∈(0,ρ]に対して,
 lIブT一πll≦211TI降qψ(1絢)min{瓠,ηr2w1φdθ・》(μ、ηr酢州
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 更に,、4ニTIIT囲一が可逆ならば,
 lIブT-Tブil≦2!ITII2平
 Theorem2.13.Tがη多重巡回的なp-quasihyponormalf乍用素で0<p≦1ならば,任意のg∈(0,p]に対し,
 (プT-Tブ)2∈C上でカ・つ,
q
 iI(T*T-Tプ)21『⊥≦6(P(1/9)lT!「2(2'q){・旦Araα(σ(乃)lq
qπ
 更に,、4=T「IBrが可逆ならば,(ブT-Tプ)2∈C1でかつ
 1「(ブT-Tブ)2111≦611TI「2(2rq)IIA一1]12(1-q)θ(1/g)1一旦Aハα〆σ(乃)}q
π
 ここで・甲(8)={、黛2,.t謡罐・llcIL=frr“である・
 従って,有限多重巡回的なρ一hypononηal,ρ一quasihypollormal作用素はesselltiallynormalであることが分り,
 これらの作用素に関する不変部分空間間題もessentiaIlyllormalなものについてのみ考察すればよいことが
 分る。
 また,可逆なlog-hypono㎜al作用素に対して,
 IIT“T-TブII≦弄IITII弄、ηrldrdθ
 が成立することも示した。
 この章の最後では,p-hyponormal作用素とρ一quasihyponormal作用素の性質の違いについて述べた。ρ一
 hyponormal作用素はp-quasihyponorm餅乍用素であるが,逆は成立しない。ρ一hyponormal作用素に関するよ
 く知られた性質に,
 (1/ρ一hyponormal(0<gくρ)⇒g-hyponormal
 (2)ρ一hyponormal作用素7』UITIのgeneralizedAluthge変換πs,')=ITI3UITI1(0<s,f)に対して,πs,f)が
 g-hypono㎜al作用素となるgニg(ρ,s,f)〉0が存在する
 などがある。特に,(2)のg(ρ,s,f)については,Yoshinoが次のように完全に決定している。
1
 9(μ8・')={響・t)ll鴛謙溜
 これらの性質をρ一quasihyponormal作用素も持っているという論文が幾つか出版されている。しかしρ一
 quasihyponormal作用素については,上に挙げた(1),(2)のようなことは一般に成立しない。こういう理由
 で,(1〉,(2)を満たさないようなρ一quasihyponormalイ乍用素の例を次のように構成し反例としてまとめた。
 1ε、;n∈zlをZ2(Z)の標準正規直交基底,ρ、をZ2(Z)からCε。への直交射影とする。Z2(Z)上の右シ
 フト作用素S,Sε.=ε。、1と2×2エルミート行列A,.B対して,62⑭」2(Z)上の作用素HおよびTを,
 H一ΣA⑭ρ.+ΣB⑭ρ、,T一(1⑭躍
n<On≧0
 一42一
 と定義する。さらにU二1⑭Sと定義する。IT「=uITIび=Σ。≦oA⑭ρ.+Σ。.{]、B⑭ρ.なので,
 丁承dTFP-IT*12P)T=A(B2P一八2P)A⑭ρ_1
 である。従って,このように定義されたTがρ一quasihyponormalである必要十分条件は,A(B2P-A2P)A≧0で
 ある。この論文では,具体的に行列A,Bとして,それぞれ
) ー
ハ
∠
∩
∠
-
(
dna
)0
0
α
0
(
 とする。またα>0である。更に,(0,。。)上の関数プを
 プ(ρ)一(9ρ芸1)お
 と定義する。このプは狭義単調増加関数である。
 このようにして定義された作用素丁に関して次を得た。
Theorem2.15.
 (i)Tがρ一quasihypollo㎜al作用素である必要十分条件はα≦ブ(ρ)である
 (ii)α=ヂ(p)とすると,任意のq∈(0,ρ)に対して,Tはg-qu&sihypollo㎜alではない
 また,任意のg∈[ρ,。。)に対して,Tはg-quasihypono㎜alである
 Theorem2,16.7畑,∫)=ITドUITlts,t>0とする。このとき
 (i)πs,f)がρ一quasihypono㎜alならばα≦プ(5)
 (ii)α=八p),s∈(0,p)とすると,πs,r)は任意のg>0に対し,g-quasihyponormalではない
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 論文審査の結果の要旨
 内山敦提出の論文は,正規作用素に対するフグレデ・パットナムの定理のΨ族の作用素への拡張と,ハ
 イポノーマル作用素についてのパットナムの不等式およびバーガー・ショウの不等式が,更に一般の
 p一ハイポノーマル作用素およびp一一クワジハイポノーマル作用素の場合まで拡張出来る事を示したも
 のである。
 ヒルベルト空間H,κ上の有界線形作用素ハ,B及びHからんへの有界線形変換Cに対して,、4,Bが共に
 正規作用素ならG4=BCからC4㌔B℃が従うという正規作用素の持つ基本的な性質を示すフグレデ・パッ
 トナムの定理は,1981年高橋によって,、バ,Bが共にハイポノーマル作用素の場合に,1985年には,吉野
 によって,κがッ族の作用素でBがドミナント作用素の場合まで拡張されたが,内山は,独自に開拓した
 解析的技法を駆使して,八一,Bが共にッ族の作用素の場合に拡張することに成功し,また,疋,Bが共に
 ドミナント作用素の場合には,反例が作れることを示した。
 1970年パットナムは,ハイポノーマル作用素丁の自己交換子ブT-Tブのノルムが,平面のルベーグ測度
 で測ったTのスペクトル8(乃の面積Area(3(η)の定数倍以下であることを示した。この結果はパットナムの
 不等式と呼ばれ,1973年にバーガーとショウの共著の論文で次の様に拡張された。即ち,n多重巡回的
 ハイポノーマル作用素丁の自己交換子のトレースtr(丁承丁一丁ブ)は,Area(8(乃)の定数倍以下である。従って,
 Tの自己交換子ブT-Tブはトレース族に属す。この結果はバーガー・ショウの不等式と呼ばれ,パットナ
 ムの不等式と共にハイポノーマル作用素の構造にかかわる有用な結果である。最近,長やシャーによっ
 て,パットナムの不等式のp一ハイポノーマル作用素の場合への拡張が試みられているが,内山は,独
 自に開拓した技法を駆使して,バーガー・ショウの不等式も含めてp一ハイポノーマル作用素の場合及
 びp一クワジハイポノーマル作用素の場合までその拡張に成功した。更に,この一連の研究の過程にお
 いて,p一クワジハイポノーマル作用素についてのアローラやリーによる2件の既発表の論文の誤りを
 発見し,その反例を作ることに成功した。
 これらの結果は,内山が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示し
 ている。従って,内山敦提出の論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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